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В середине 70-х годов Г.Г.Тумашев поддержал идею использовать задачу о 
11родолжении решения уравнения параболического типа [ 1] для исследования 
прикладных проблем. НастоJПЦая работа посвящена развитию и численному 
исследованию этой задачи, а также различным ее приложениям . Рассмотрены 
задача определения пластового давления в неклассической постановке, задачи 
идентификации параметров неоднородных пористых сред в постановках, ос­
нованных на теоремах единственности (коэффициентные обратные задачи), 
задача теплотехники о расчете температуры в стенке трубы в неклассической 
постановке и задачи экологии по математическому моделированию загрязне­
ния окружающей среды . Приводятся результаты решения примеров. Развива­
ются идеи монографий [2], [3] . 
Задача о продолжении решения уравнения параболического типа форму­
лируется [1] как задача определения функции и(х, у, t) из условий 
Ри =О, Р = ~-L _?_[аг(х)~). а;- е C 3(n1 дt дх - у дх у 
1 1 
f a!i(x)q;q1 ~ a(q12 +."+q; i а> О, 
i,j=I 
ди 1 =g,, 
дv А ~о 
п ди 
= L a!J(x)--cos(v,x;), 
i,j=I дхj 
и(х,О):;:: и0 (х) или отсутствует. 
Здесь n область в пространстве Rп с границей 
Г0 UГ1 , Q=Пх(О;Т}, I 1 =Г;х(О;Т), i=0;1; (см. рис.1). 
Рис. l 
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Рассмотрим случай, когда 
решение параболического урав-
нения ищется в круговой облас­
ти, образованной концентриче­
скими окружностями . На одной 
из них краевые условия переопределены, на другой они отсутствуют. 
Начальное условие не задается. Ищется решение u(r,t) задачи 
k(д2 и +.!_ ди)= а си, 
дr 2 rдr дt r0 < r < R, t >О, (\) 
u(r0 , t) = rp (t), 
ди 
- (r0 , t) = g(t), t <::::О, дr (2) 
rp(t), g(t) - заданные функции. Переход к новым безразмерным неза­
висимым переменным (у, z), таким, что 
Ь = k /а, 
позволяет свести решение задачи ( 1) - (2) к исследованию задачи 
д 2 и ди 
--= - О < у < 1, z > О; (3) д у2 дz' 
~и (O,z)=r0 ln~g[. z(ro ln~)\-1 ]. 
о у r0 r0 
z<!:O. (4) 
Задача о продолжении решения параболического уравнения содер­
жит неклассический набор дополнительных условий. Ее решение 
ищется в рамках определения корректности по АН.Тихонову (услов­
ной корректности) методами регуляризации. Одним из них является 
метод квазиобращения, который и использовался при решении при­
кладнъrх задач. Решение задачи (3) - (4) сводится к решению задачи 
квазиобращения, которая в данном случае записывается так: 
-с11 ( :z + 88:, I м'( :~ -::~ )]+ :~ -:У(Р' :~)-с,::~= о, 
у е (О; 1), z е (О; z. ]; 
- д'ii -1 2(ди д2 u ) и(у,0)-е2 -(у,О)-е1 М -(у,О)--2 (у,О) =rp(O), ye[O;l] ; дz дz ду 
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z е [O,z.]; 
[ ( )
2 ) аи R R _1 
-(0,z) = r0 ln-g z r0 ln- Ь , д У ro ro 
z е [O;z.); 
&2 ~u (y,z.)+&j 1M2 (дii (y,z.)- 02~ (y,z.)J=O, уе[О,1), 
oz дz ду 
где М = М(у,&0 ), р = р(у,&0 ) - функции регуляризации, построен­
ные специальным образом, &0, &1, &2 - параметры реrуляризации. 
Численное решение задачи квазиобращения находилось методом ко­
нечных разностей [4]. Использовался метод матричной прогонки с 
итерациями [5]. Сравнение численного решения задачи (3)- (4) с точ­
ным аналитическим решением приводится в [6]. 
Рассмотрим практические приложения сформулированной задачи. 
Первое из них относится к подземной rидромеханm<е [7]. Решается 
одномерная обратная задача расчета пластового давления при сле­
дующей закону Дарен нестационарной фильтрации однофазной сжи­
маемой жидкости. Рассматривается радиальный осесимметричный 
случай: фильтрация в круговом пласте к одиночной центральной 
скважине, которая моделируется как окружность заданного радиуса 
r0 . На скважине задаются два краевых условия : давление и объемный 
дебит. На внешней границе кругового пласта, r = R , краевые условия 
отсутствуют. Начальное распределение пластового давления не зада­
ется. Предполагается, что гидропроводность а, толщина пласта Н, 
упругоемкость р• - постоянные величины, что не нарушает общности 
подхода. Фильтрация описывается уравнением 
а(82Р+..!_др)=д·н 8 Р, r0 <r<R, t>O, дr 2 r дr дt 
с условиями 
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~р (ro,t) = ___!!Ш_ = g(t), 
or 2nr0a 
p(r0 ,t) = rp(t), t;::: О . 
Здесь rp(t), g(t) - заданные функции, p(r,t) -пластовое давление, 
q(t) - объемный дебит. Решались модельные задачи. На рис. 2 резуль­
тат решения одной из них [8] сравнивается с точным решением. 
Сплошная линия изображает точное решение, пунктирная - прибли­
женное. Согласно расчетам, полученное решение устойчиво по 
отношению к ма-
лым возмущениям в 
краевых условиях . 
Обнаружено хоро-
шее совпадение ре­
зультатов расчета с 
точным решением 
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Рис. 2 
Другим приложением является задача расчета нестационарного 
температурного поля стенки цилиндра: радиальный осесимметричный 
случай . На наружной поверхности цилиндра задаются два краевых ус­
ловия - температура и ее градиент, на внутренней поверхности крае­
вые условия отсутствуют. Вместе с коэффициентом теплоотдачи они 
являются искомыми . Начальное распреде:1ение температуры не зада­
ется. Задача возникает n связи с исследованием элементов энергетиче­
ских установок [9]. 
Однородный полый цилиндр с радиусом r0 ~ r ~ r1 и длиной, на­
много превышающей его диаметр, имеет постоянные теплофизиче­
ские свойства и помещен в вертикальное положение. При подводе те­
пла (электрический ток) цилиндр прогревается. После прогрева в нем 
начинается течение сжиженного газа, испаряющегося по мере прогре­
вания и переходящего в газообразное состояние. Ищется распределе-
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ние температуры в стенке цилиндра, ее значение и величина темпера­
турного градиента на внутренней поверхности. Большая длина и ма­
лый диаметр цилиндра, малый температурный градиент по ero длине 
позволяют определять поле температур в сечении цилиндра как реше­
ние уравнения 
( а2т 1 ат) ат qv а ar2 +;а; = дf- рср' t >о, (5) 
где T(r, t) - температура, а - коэффициент температуропроводности, 
qv - объемное тепловыделение, ер - теплоемкость, р - плотность 
материала цилиндра. Предполагается, что величина Ь = q v (р с Р )- 1 яв­
ляется постоянной . Уравнение (5) рассматривается совместно сусло­
виями на наружной поверхности цилиндра 
ат' дТ qн Tw = T(r1 ,t) = q;i(t), 7}; w = a;(r1 ,t) = -т = g(t), t ~О, 
где q н - плотность теплового потока на наружной поверхности, .А. -
коэффициент теruюпроводности. Расчеты проводились для лабора­
торной установки с заданными характеристиками. Внуrри цилиндра 
сверху вниз течет жидкий азот при температуре 85 К. Метод позволя­
ет "подойти" близко к внутренней поверхности цилиндра, но не дает 
возможности определить температуру непосредственно на ней. Эта 
температура находится путем экстраполяции . Характерная кривая 
распределения температуры в стенке цилиндра на один из моментов 
времени приведена на рис. 3. На рис. 4 показаны графики изменения 
температуры во времени на наружной поверхности цилиндра (кривая 
2) и на его внутренней поверхности (кривая 1). После нахождения 
температуры и ее градиента на внуrренней поверхности цилиндра они 
использовались для определения коэффициента теплоотдачи этой по­
верхности. 
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Рис. 3 Рис . 4 
С.1едующим классом задач, исследование которого сведено к реше­
нию задачи о продолжении решения параболического уравнения, был 
класс коэффициентных обратных задач [2]. Эти задачи ставились в 
связи с проблемой определения фильтрационных параметров водо­
нефтяных пластов. Однако проблема рассматривалась шире : разрабо­
танный подход позволил решить одновременно несколько математи­
ческих проблем, таких как определение коэффициента при младшем 
члене уравнения 
ди д2 и 
---2 =q(x)u, O<x<I , t>O, дt дх 
определение коэффициента при старшем члене уравнения 
о ( ои) ои 
- k(x)- = -, О< х < 1, t >О, 
ох ох ot 
определение нескольких неизвестных коэффициентов 
с2и ои ои а(х)-+ Ь(х)-=-+ f(x,t), ох2 ох ot 
(6) 
(неизвестны коэффициенты а( х ), Ь( х) ). Коэффициентные обратные 
задачи являются условно-корректными [11]. Они редуцируются к ин­
теtральному уравнению Фредгольма 1-ro рода. В основу исследова­
ния положены результаты, полученные М.В.Клибановым при доказа­
тельстве соответствующих теорем единственности решения (10] . На-
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пример, для уравнения (6) формулируется задача: определить вектор­
функцию {k(x), u(x,t)}, решая его совместноt условиями 
и(х0 ,t) = g 0 (t), их(х0 ,t) = h0 (t), 
u(x1,t)=g1(t), u...(x1,t)=h1(t), -&<t<t1; u(x,O)=tp(x), х0 $х$х1 • 
Здесь g0(t), h0(t), g1(t), h1(t), <р(х) - заданные функции, удовлетво­
ряющие обычным условиям согласования . Из уравнения (6) исключа­
ется коэффициент k(r). Для этого уравнение разрешается относи­
тельно коэффициента k(x), а затем и его производной по х, и далее 
они исключаются из уравнения путем дифференцирования по пере­
менной t за счет условий k, =О, k" = о. Осуществляется переход к но­
вой неизвестной функции v(x,t) =и, /и. Дпя нее исходная задача ре­
дуцируется к интегро-дифференциальному уравнению 
v(x0 , t) = µ 0 (t), v, (х0 , t) = Т] 0 (t), - & < t $ t 1; 
v(x,, t) = µ, (t), v ,(х,, t) = ТJ , (t), - Е < t $ t,; 
v(x,O) задается произвольно. Использованы обозначения 
µo(t)= gotfgo, µ1(t)= g1t/g1, 11o(t)=(ho1go-hogo1)I g~, 
771 ( t) = (h11 g1 - h1g11 )1 gt, А = EJ 0 + v11, 
В=Е(21~ -l2 )+v(210l 1 -1», С=11 12 -1013 ; 
1 1 t 
E=l-exp(fvdt),J0 = fvxdt+(lnrp)r, 11 = f(1-E)10dt, 
о о о 
r r 
J4 = fvxxdt+ (/Jxx' J2 = J~ -(rpx/1P)2 +J4, lз = f(l-E)J2dt. 
о (/) о 
(7) 
Для уравнения (7) формулируется задача о продолжении решения, ко­
торая исследуется методом квазиобращения. Задача квазиобращения 
решается методом конечных разностей. Численное решение ищется 
методом матричной прогонки (5) и сравнивается с точным аналитиче-
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ским решением. На рис . 5 сравнивается вычисленный коэффициент 
(кривая 2) с ero точным значением (кривая 1). 
-- +-~_._____._..__...,. 
1 
11 1: 1:< 1415 16 17 18 19 
Рис. 5 
Приведем некоторые задачи математического моделирования про­
цессов загрязнения воздушной среды автомобильным транспортом и 
промышленными выбросами. В основе гидродинамических моделей 
лежит уравнение баланса атмосферных примесей [12]: 
д (w.s.) +-a-(k, а s. )+~( k, а s. J+~(k~)+ 




+Е1 +q> (x,y,z,t) . (8) 
Здесь S0 - объемная концентрация примеси а; x,y,z - декартовы 
координаты; и, v, w - составляющие скорости вдоль осей х, у, z соот­
ветственно; w 0 - собственная вертикальная скорость примеси; k1 и k 
- коэффициенты турбулентной вязкости, связанные с беспорядочны­
ми перемещениями частиц по горизонтали и вертикали соответствен­
но, Е 0 - скорость изменения концентрации примеси за счет различ­
ньrх факторов (стоки и источники примеси). Приведем задачи, сводя­
щиеся к задаче о продолжении решения уравнения (8). 
Задача l . Существует некоторый постоянный очаr выброса загряз­
нения в атмосферу, например, труба, которая моделируется как окруж­
ность конечного радиуса. На этой окружности заданы объемная кон­
центрация примеси и ее нормальная производная. В области, пред-
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ставляющей собой концентрическую окружность по отношению к ис­
точнику загрязнения, ищется распределение объемной концентрации. 
Задача 2. Рассматривается некоторый прямолинейный источник за­
грязнения (участок шоссе, улица). На нем за.даются объемная концен­
трация примеси и ее нормальная производная . Ищется распределение 
объемной концентрации в некоторой области, для которой указанный 
отрезок рассматривается как часть границы . Результаты расчетов под­
тверждают правомерность данного подхода. 
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